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Resumen
En este trabajo presentamos un paquete que hemos desarrollado para manejar y visualizar re-
ticulados y a´lgebras de Łukasiewicz finitos. Este provee al investigador matema´tico herramientas
para realizar en forma sencilla ca´lculos que normalmente conllevan un arduo trabajo. El paquete
ha sido probado con numerosos ejemplos por miembros de un grupo de investigacio´n en lo´gica
algebraica de nuestra universidad. Su disen˜o orientado a objetos preve´ su expansio´n futura.
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1. Introduccio´n
Los investigadores en el a´rea de la lo´gica algebraica han realizado tradicionalmente a mano
los ca´lculos en reticulados con estructura matema´tica adicional. Para ejemplos relativamente pe-
quen˜os, e´stos se hacen extremadamente engorrosos, requieren tiempos de trabajo prolongados y
la probabilidad de cometer errores aumenta. Existe una necesidad concreta en los grupos de tra-
bajo de generar ejemplos para verificar hipo´tesis. Para ciertos ejemplos de mediana complejidad,
la forma de trabajo usual requiere tiempos prohibitivamente largos.
La utilizacio´n de la computadora surge naturalmente como una solucio´n a este problema. Dada
la falta de programas adecuados para el manejo de estas estructuras algebraicas, hemos disen˜ado
e implementado un paquete para Matlab con el fin de facilitar la labor del investigador.
2. Reticulados y Algebras de Łukasiewicz
Un reticulado L es un poset (conjunto parcialmente ordenado) donde todo par de elementos
posee ı´nfimo y supremo, operaciones denotadas por ∧ y ∨. En este trabajo consideraremos u´nica-
mente reticulados finitos que posean primer y u´ltimo elemento y que sean distributivos, esto es,
x∧ (y∨ z) = (x∧ y)∨ (x∧ z) para todo x,y,z ∈ L.
Se define la seccio´n superior de un subconjunto S en un poset dado P como el conjunto
[S) = {x ∈ P|x≥ s, para algu´n s ∈ S}. Se dice que S es creciente si [S) = S. Los subconjuntos
crecientes de P ordenados por la relacio´n de inclusio´n forman un reticulado que notaremos D(P).
Este reticulado es de capital importancia en la teorı´a general de reticulados distributivos. (ver [7,
8]).
Un operador C : L → L se dice de clausura si verifica las siguientes propiedades para todo
x,y ∈ L:
(C1) C0 = 0,
(C2) x≤Cx,
(C3) C(x∧ y) = Cx∧Cy,
(C4) CCx = Cx.
Los elementos x ∈ L tales que Cx = x se dicen cerrados, y el conjunto de elementos cerrados
de L se denota por C(L). Es posible reconstruir el operador C unı´vocamente a partir de C(L) (ver
por ejemplo [1]). Dado un subconjunto S de un reticulado finito L, existe un operador de clausura
C tal que S = C(L) si y so´lo si
(c1) S es un subreticulado de L, es decir, contiene al primer y al u´ltimo elemento de L y es
cerrado por ∧ y ∨
(ver por ejemplo [1]). El operador C es la aplicacio´n que a cada x ∈ L le asigna el primer elemento
de {y ∈ S|x≤ y}, cuya existencia puede ser probada usando (c1) y la condicio´n de finitud.
La nocio´n de a´lgebras de Łukasiewicz de orden n, o n-valentes, fue introducida por Gr. C.
Moisil [4]. Presentaremos aquı´ las definiciones ba´sicas, pudiendo el lector encontrar ma´s infor-
macio´n en [5, 2, 6, 3, 9, 10].
Un a´lgebra de Łukasiewicz n-valente L, n entero mayor o igual a 2, es un reticulado distribu-
tivo con un operador unario ∼ de negacio´n de de Morgan y n−1 operadores unarios ϕ1, . . . ,ϕn−1
satisfaciendo una serie de identidades.(referenicias) Todos estos operadores toman valores en L.
El ejemplo ma´s importante de un a´lgebra de Łukasiewicz de orden n es la cadena de n ele-
mentos Cn cuyos elementos son 0, 1n−1 ,
2
n−1 , . . . , 1, con el orden usual. La negacio´n esta´ dada por
∼ j
n−1 = 1−
j
n−1 , y los operadores ϕi son
ϕi
( j
n−1
)
=
{
0, si i+ j < n,
1, si i+ j ≥ n.
Las suba´lgebras de Cn son cadenas en cuanto a su estructura de posets, y heredan los opera-
dores y el orden de Cn. Es sabido que toda a´lgebra de Łukasiewicz finita de orden n es producto
directo de suba´lgebras de Cn (ver [3]).
Un a´lgebra de Łukasiewicz se dice de clausura si esta´ provista de un operador de clausura C
que verifica la propiedad adicional
(C5) Cϕix = ϕiCx,1≤ i≤ n−1,x ∈ L.
Es un problema abierto encontrar una condicio´n adicional sobre S que asegure que C satisfaga
adema´s (C5). El enfoque actual es construir C a partir de S y comprobar la validez de (C5).
En un a´lgebra de Łukasiewicz de clausura es importante calcular los elementos x que verifican
∼C ∼ x = x, denominados abiertos.
3. El paquete Lattice
En vista de la necesidad de generar ejemplos de prueba y de realizar ca´lculos, hemos disen˜ado
e implementado un paquete de software que permite trabajar con posets, reticulados y a´lgebras de
Łukasiewicz. Consiste en un toolbox para Matlab, que introduce clases poset, lattice y luka,
y me´todos adecuados para entrada, manejo, ca´lculo y visualizacio´n de datos. Se eligio´ Matlab
como lenguaje de implementacio´n debido a que el usuario al que apunta este desarrollo esta´ fami-
liarizado con su interfaz, y dadas sus adecuadas capacidades para OOP.
3.1. Principales caracterı´sticas del paquete
El paquete permite al usuario definir objetos en el entorno Matlab. Un objeto poset representa
un conjunto parcialmente ordenado finito, y contiene la relacio´n de orden y etiquetas de texto para
los elementos. Pueden construirse tanto cadenas de longitud arbitraria como posets con relaciones
especificadas por el usuario mediante fo´rmulas nume´ricas. Tambie´n se puede construir el producto
directo, la suma ordinal y la unio´n disjunta de posets.
Dados dos elementos de un objeto poset (identificados por sus etiquetas), e´ste puede informar
si se encuentran en relacio´n y calcular su supremo e ı´nfimo. Dado un subconjunto S, determina∨
x∈S x y
∧
x∈S x. Calcula adema´s la seccio´n superior de un elemento x, intersectada opcionalmente
con un subconjunto S dado como argumento, es decir, {y ∈ S|x≤ y} (ana´logamente para la seccio´n
inferior).
Esta clase posee una implementacio´n de un algoritmo propio para la creacio´n de diagramas
de Hasse, lo que resulta una herramienta de mucha utilidad en la visualizacio´n. Opcionalmente
puede resaltar un subconjunto de elementos dado.
La clase lattice esta´ derivada de poset, y contiene tablas para los operadores de ı´nfimo
y supremo a fin de agilizar ca´lculos posteriores. Puede construirse un lattice a partir de un
poset P dado de dos formas distintas. La primera es copiar el poset como esta´, comprobando
opcionalmente que efectivamente sea un reticulado (distributivo). La segunda es crear el reticulado
L tal que L = D(P).
Dado un subconjunto S de un reticulado L, la clase posee me´todos para determinar si se trata
de un subreticulado. En este caso puede construir el operador de clausura C tal que C(L) = S.
Tambie´n puede comprobar si un operador dado por el usuario es de clausura, y determinar los
elementos cerrados.
La clase luka esta´ derivada de lattice e incorpora las estructuras propias de un a´lgebra
de Łukasiewicz. El usuario puede construir objetos luka como cadenas Cn, suba´lgebras de Cn y
productos directos de e´stas.
Dado un operador de clausura sobre el reticulado distributivo subyacente, verifica la validez
de (C5), comprobando ası´ que es un operador de clausura de Łukasiewicz, pudie´ndose calcular el
conjunto de elementos abiertos.
Todas estas clases poseen me´todos para presentar los operadores de una forma u´til para el
usuario. El programa genera tablas en formato LATEX y csv, permitiendo su inclusio´n en documen-
tos o su manipulacio´n en planillas de ca´lculo.
3.2. Ejemplos
La siguiente porcio´n de co´digo define un poset P usando la relacio´n “divide” entre naturales
y calcula el reticulado D del cual es dual. Se grafican tambie´n los diagramas de Hasse respectivos
(Figura 1).
P=poset([1 2 3 9 18],’xRy <=> mod(y,x)==0’);
D=lattice(P,’dual’);
hasse(P);
hasse(D);
En el siguiente ejemplo se muestra co´mo se define el a´lgebra de Łukasiewicz L =C2×C2×C3
y se calcula el operador de clausura sobre el reticulado subyacente, asociado a un cierto subcon-
junto de posibles cerrados. En caso de ser adema´s un operador de clausura de Łukasiewicz, calcula
los abiertos. Tambie´n se grafican dos diagramas de Hasse de L, resaltando los elementos abier-
tos y los cerrados (Figura 2). Finalmente, se crean tablas para el operador de clausura y para los
operadores ϕi.
12 3
9
18
(empty)
{18}
{9,18}
{3,9,18}
{2,18}
{2,9,18}
{2,3,9,18}
{1,2,3,9,18}
Figura 1: Diagramas de Hasse de P y D generados por la funcio´n hasse
(0,0,0)
(0,0,1/2)
(0,0,1)
(0,1,0)
(0,1,1/2)
(0,1,1)
(1,0,0)
(1,0,1/2)
(1,0,1)
(1,1,0)
(1,1,1/2)
(1,1,1)
Figura 2: Diagrama de Hasse de L con los elementos abiertos resaltados
A=luka(3);
B=subcadenaluka(A,{’0’,’1’});
L=B*B*A;
S={’(0,0,0)’,’(0,0,1/2)’,’(0,0,1)’,’(1,0,1)’,’(0,1,1)’,’(1,1,1)’};
hasse(L,S); % resalta los elementos de S en el Hasse de L
C=opclausura(L,S); % crea, si es posible, el operador
% de clausura C con C(L)=S
if esclauluka(L,C)
fprintf(’Es de clausura de Lukasiewicz\n’);
Q=abiertos(L,C);
hasse(L,Q);
end
creartablaop(L,C,’clausura.csv’); % en formato csv (default)
creartablaphi(L,’phi.tex’,’latex’);
La siguiente tabla se genero´ insertando el archivo phi.tex en este punto del documento y
quitando las cuatro u´ltimas columnas para mayor claridad.
(0,0,0) (0,0,1/2) (0,0,1) (0,1,0) (0,1,1/2) (0,1,1) (1,0,0) (1,0,1/2)
ϕ1 (0,0,0) (0,0,0) (0,0,1) (0,1,0) (0,1,0) (0,1,1) (1,0,0) (1,0,0)
ϕ2 (0,0,0) (0,0,1) (0,0,1) (0,1,0) (0,1,1) (0,1,1) (1,0,0) (1,0,1)
4. Conclusiones y trabajo futuro
Se ha disen˜ado un paquete de software que permite trabajar con posets, reticulados y a´lgebras
de Łukasiewicz. Realiza co´mputos automatizados que representan un ahorro de tiempo significa-
tivo y presenta los resultados en forma amigable. Al funcionar como una extensio´n del lenguaje
Matlab, el usuario puede crear programas complejos que utilicen este paquete como herramienta.
Este software ha sido utilizado extensivamente por nuestro grupo de trabajo en a´lgebra de la
lo´gica para la verificacio´n de hipo´tesis. Esta experiencia ha servido para probar los algoritmos e
incorporar mejoras. Los usuarios de nuestro grupo han proporcionado adema´s valiosas sugeren-
cias.
Se planea incluir nuevas funcionalidades para construcciones frecuentes en la teorı´a de re-
ticulados, por ejemplo, la obtencio´n del poset dual P de un reticulado L, esto es, el poset P tal
que D(P) = L. Tambie´n serı´a de utilidad definir nuevas clases en la estructura actual, que corres-
pondan a otras categorı´as como la de a´lgebras de Heyting o de Boole. Un gran beneficio para el
usuario serı´a poder incorporar fa´cilmente en sus documentos los diagramas de Hasse generados.
A tal fin, implementaremos me´todos para generar archivos METAPOST a partir de los diagramas
de Hasse.
Se planea mejorar la interfaz de usuario especialmente en el aspecto gra´fico. Por ejemplo, el
usuario podrı´a seleccionar elementos de un poset directamente sobre el diagrama de Hasse.
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